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СТОХАСТИЧНЕ МОДЕЛЮВАННЯ ОПТИМАЛЬНОЇ СТАТИЧНОЇ 
УЗАГАЛЬНЕНОЇ МОДЕЛІ ЛЕОНТЬЄВА З ІНВЕСТИЦІЙНИМ ЗАПІЗНЕННЯМ

STOCHASTIC SIMULATION OF THE OPTIMAL STATIC GENERALIZED 
LEONTIEV MODEL WITH INVESTMENT DELAY

АНОТАЦІЯ
У роботі запропонована стохастична статична узагальнена 

модель Леонтьєва з використанням вінерівських та пуассо-
нівських процесів за інвестиційного запізнення та проведено 
її дослідження. Для запропонованої стохастичної моделі про-
ведено опис оптимального процесу та приведені розрахункові 
формули обчислення довірчих інтервалів для оптимальних 
траєкторій за капіталами галузей за заданого довірчого рівня. 
Встановлено, що в запропонованій стохастичній моделі опти-
мальні керування за рівнем діяльності, за робочою силою, за 
валовими інвестиціями, за споживанням, за кінцевим випуском 
продукції не залежать від коефіцієнтів при приростах вінерів-
ських процесів в динаміках капіталів галузей та носять детер-
мінований характер, а оптимальні траєкторії за капіталами га-
лузей – стохастичний характер.

Ключові слова: стохастична модель, статична узагаль-
нена модель Леонтьєва, інвестиційне запізнення, оптимальне 
керування, оптимальна траєкторія, оптимальний процес.

АННОТАЦИЯ
В работе предложена стохастическая статическая обоб-

щенная модель Леонтьева с использованием винеровских и 
пуассоновских процессов при инвестиционном опоздании и 
проведено ее исследование. Для предложенной стохастиче-
ской модели проведено описание оптимального процесса и 
приведены расчетные формулы вычисления доверительных 
интервалов для оптимальных траекторий за капиталами от-
раслей при заданном доверительном уровне. Установлено, 
что в предложенной стохастической модели оптимальные 
управления уровнем деятельности по рабочей силе, по ва-
ловым инвестициям, по потреблению, по конечному выпуску 
продукции не зависят от коэффициентов при приростах вине-

ровских процессов в динамиках капиталов отраслей и носят 
детерминированный характер, а оптимальные траектории по 
капиталам отраслей – стохастический характер.

Ключевые слова: стохастическая модель, статическая 
обобщенная модель Леонтьева, инвестиционное опоздания, 
оптимальное управление, оптимальная траектория, опти-
мальный процесс.

ANNOTATION
Stochastic modeling is due to the unaccounting of some 

economic indicators in mathematical models. it is also a conse-
quence of the fact that economic indicators are random variables. 
Therefore, both theoretically and practically, stochastic modeling 
is relevant, and especially with a delay. The stochastic static gen-
eralized Leontief model using Wiener and Poisson processes with 
investment delay are proposes in the paper. First, a differentiated 
generalized Leontiev model with an investment delay is formulat-
ed. Assumptions for the construction of a deterministic model are 
formulated. Then, on the basis of Leontiev’s differentiated gener-
alized model, the stochastic model is formalize. Restrictions on 
activity level, gross investment, consumption, labor and total labor 
are applied. Maximization of the conditionally average integrated 
profit for some period of time will be taken as a criterion of the goal 
in conditions of perfect competition. Sufficient optimality conditions 
for the stochastic optimal control model were applied, according 
to which the Bellman equation with boundary condition was con-
structed. The problem of nonlinear programming to determine the 
optimal controls for gross investment, consumption, level of activity 
and labor force, and which can be solved by one of the numerical 
gradient methods. An algorithm for solving a nonlinear program-
ming problem is proposed. According to the found optimal control 
of gross investment, stochastic optimal trajectories for the capital 
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of industries are determined by one of the numerical methods of 
the stochastic initial problem. And the average optimal trajectories 
for the capital of industries are determined by using the properties 
of the Wiener and Poisson processes, from the average dynamics 
of capital under average initial conditions. Formulas for calculating 
confidence intervals for optimal trajectories for the capital of indus-
tries at a given confidence level are given. It is established that in 
the proposed stochastic model the optimal controls for the level of 
activity, labor force, gross investment, consumption, final output do 
not depend on the coefficients of the growth of Wiener processes 
in the capital dynamics of industries and are deterministic. And it 
is established that optimal trajectories for the capital of industries 
are stochastic.

Key words: stochastic model, static generalized Leontief 
model, investment delay, optimal control, optimal trajectory, the 
optimal process.

Постановка проблеми. Неврахування деяких 
економічних показників у математичних моде-
лях (та і самі економічні показники є випадко-
вими величинами) приводить до стохастичного 
моделювання. А тому як у теоретичному, так і 
у практичному плані актуальним є стохастичне 
моделювання, та і ще із запізненням.

Аналіз останніх досліджень і публікацій. 
У роботах [1–3] та інших проведено стохастич-
не моделювання макроекономіки зростання при 
вінерівських і пуассонівських процесах із допо-
могою стохастичних достатніх умов оптималь-
ності. Причому в роботі [2] приведено економіч-
не обґрунтування використання вінерівських 
процесів під час стохастичного моделювання. 

Виділення не вирішених раніше частин загаль-
ної проблеми. Пуассонівський закон розподілу є 
гауссівським (нормальним) законом розподілу при 
малих імовірностях. Тому під час стохастичного 
моделювання можна розглядати лінійну комбіна-
цію вінерівських і пуассонівських процесів.

Формулювання цілей статті (постановка зав-
дання). Метою роботи є формування стохастичної 
узагальненої моделі Леонтьєва з використанням 
вінерівських і пуассонівських процесів за інвес-
тиційного запізнення та провести її дослідження.

Виклад основного матеріалу дослідження. 
Спочатку сформулюємо диференційовану уза-
гальнену модель Леонтьєва при інвестиційному 
запізненні, а потім на її основі формалізуємо 
стохастичну модель.

Сформулюємо припущення для побудови де-
термінованої моделі [4, с. 289–242; 5, c. 88–92].

Припущення 1. Нехай є n  виробничих тех-
нологій та випускається m  видів продукції, 
причому l i n

i

m

( ) =
=
∑
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. Матриця A aij
l= ( )( ) , i j m, ,= 1 ,  

l l i= ( )1,  –узагальнена матриця коефіцієнтів 
прямих затрат (узагальнена матриця Леонтьє-
ва), aij

l( )  – кількість i –го ресурсу для виробни-
цтва одиниці продукції виду j  в галузі (секторі) 
j  та виготовленої за l  виробничою технологією
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B  – матриця коефіцієнтів випуску
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Õ t −( )τ  – вектор валового випуску (рівень ді-
яльності) та Y  – вектор кінцевого випуску про-
дукції (кінцевий t −( )τ  випуск) у момент часу 
t − τ  ( t t∈ [ ]0,Τ , τ ≥ 0 – інвестиційне запізнення):
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,

Y t Y t Y tm−( ) = −( ) −( )( )τ τ τ1 , , ,

Τ
 Τ  – операція 

транспонування матриць.
Кожна галузь вибирає із числа доступних ви-

робничих технологій одну визначену виробничу 
технологію. При цьому повинні виконуватися 
матричні нерівності

B A X t Y t−( ) −( ) ≥ −( )τ τ ,

Õ t −( ) ≥τ 0 , t t∈ [ ]0,Τ .

Припущення 2. Рівень діяльності обмежений 
не тільки працею (робочою силою), але в залеж-
ності від вибору терміну виробництва також і 
основними фондами, головними елементами 
яких є виробничі будинки та станки, а також 
земля і багато інших важливих ресурсів.

Нехай γij  – обсяг ресурсу i , потрібного для 
випуску одиниці продукції кожного процесу 

для галузі j , l l j= ( )1, , j m= 1 1, , i m m= +1 1, , а в 
дійсності маємо в наявності обсяг ресурсу i  як 

γi , i m m= +1 1, . Тоді реальний досягнутий обсяг 
випуску повинен відповідати такій умові (не-
рівності) в матричній формі

ΓX t( )− ≤τ γ , t t∈ [ ]0,Τ ,
де 
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γ γ γ γ= ( )+ +m m m1 11 2, , ,
Τ
.

Припущення 3. Кінцевий попит на продук-
цію i –ої галузі Yi  дорівнює сумі валових інвес-
тицій VIi  та невиробничого споживання (спо-
живання)

Y t VI t C ti i i−( ) = −( ) + −( )τ τ τ , i m= 1, .

Причому для фондоутворюючих галузей 
Y VI Ci i i= + , i r= 1,  r m≤( ) , а нефондоутворюю-

чих Y Ci i= , i r m= + 1, .
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Припущення 4. Витрати валових інвестицій 
кожної галузі VIi  ідуть на збільшення основних 
фондів інших галузей (розвиток економіки)

VI Ii ij j
j

m

=
=
∑χ

1

, i r= 1,

причому χij
i

r

=
=
∑ 1

1

 для ∀ =j m1,  без врахування 
амортизаційних відрахувань. При i r>  χij = 0  
для ∀ =j m1, ,  якщо для кожного i r″  існує j , 
шо χij > 0  тоді i – ту галузь називають фондоут-
ворюючою.

Припущення 5. Рівняння руху капіталу має 
вигляд 

Κ Κi
l

i i
l

i
lt I t t( ) ( ) ( )( ) = −( ) − ( )τ µ , l l i= ( )1, , i m= 1, , t t∈ [ ]0,Τ .

та означає, що валові інвестиції I i  
ідуть на приріст капіталу (чисті інвестиції) 
Κ Κi
l

i
lt d dt( ) ( )( ) ≡  та амортизаційні відрахуван-

ня µi i
l tΚ( ) ( ) ,  де µi

l( ) ∈ ( )0 1;  – норма амортизації, 
l l i= ( )1, , i m= 1, .

Припущення 6. Рівень діяльності Xi
l( )  обме-

жений макровиробничою функцією F Lli i
l

i
lΚ( ) ( )( ),  

0 ≤ ≤ ( )( ) ( ) ( )X F Li
l

li i
l

i
lΚ , , l l i= ( )1, , i m= 1, ,

яка залежить від капіталу Κ i
l( )  та робочої 

сили Li
l( )  та має властивості [6, с.6–7]: двічі не-

перервно-диференційована на Κ i
l( ) ≥ 0  та Li

l( ) ≥ 0 , 
монотонно зростаюча ′ >( )F

l i
lΚ

0  та ′ >( )F
lLi

l 0 , увігну-
та ′′ <

( )( )
F
l i

lΚ
2 0  та ′′ >

( )( )
F
l Li

l 2 0 , l l i= ( )1, , i m= 1, .

Припущення 7. На робочу силу накладається 
обмеження 

0 ≤ −( )( )L ti
l τ , l l i= ( )1, , i m= 1, ,

L t ti
l

l

l

i

m i

( )

==

−( ) ≤ −( )
( )

∑∑ τ τ
11

Ν , t t∈ [ ]0,Τ .

Припущення 8. На кінцеві стани системи 
(капітали) накладаються обмеження 

Κ Τ Κi
l

iT
l( ) ( )( ) ≥ , l l i= ( )1, , i m= 1, .

Припущення 9. На споживання накладають-
ся обмеження

C t Ci i−( ) ≥ ( )τ min , i m= 1, , t t∈ [ ]0,Τ .

Перейдемо до формалізації стохастичної моделі.
Стохастична модель

Нехай Ω Ρ, ,F{ }  – ймовірністний простір із σ  – 
алгеброю F t t t, ,∈ [ ]{ } ⊂0 Τ σ , множиною елемен-
тарних подій   та мірою P ; ξ ξ ωi

l
i
lt t( ) ( )( ) ≡ ( ) ∈,   

(множина дійсних чисел) – F t −  вимірний стан-
дартний вінерівський процес із нульовим ма-

тематичним сподіванням Μξi
l t( ) ( ) = 0  та одинич-

ною дисперсією –Μ ξi
l t( ) ( )



 =
2
1 , l l i= ( )1, , i m= 1, ,  

t t∈ [ ]0,Τ , ω∈Ω  [7 ,c.7–8]; η η ωi
l

i
lt t( ) ( )( ) ≡ ( ), , ω∈Ω  

F t −  вимірний пуассонівський процес із ма-
тематичним сподіванням Μηi

l
i
lt x t t( ) ( )( ) = −( )0 ,  

x consti
l( ) ≡ , l l i= ( )1, , i m= 1, , t t∈ [ ]0,Τ , ω∈Ω  

[7, c.7]. Причому, випадкові процеси ξi
l t( ) ( )  та 

ηi
l t( ) ( ) , l l i= ( )1, , i m= 1,  є незалежними.
На ймовірнісному просторі Ω Ρ, ,F{ }  зна-

йдений випадковий процес Κ Κi
l

i
lt t( ) ( )( ) ≡ ( ){ ,ω , 

l l i= ( )1, , i m= 1, , t t∈ [ ]0,Τ , ω∈ }Ω  узагальненої 
моделі Леонтьєва, який

– описується стохастичними диференціаль-
ними моделями руху капіталу Κ i

l( )  галузей у 
формі Imo [7, c. 15–163].
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– задовольняє обмеження на кінцеві стани 
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l( ) , валові інвестиції I i , споживання Ci , 
робочу силу Li

l( )  та сумарну робочу силу

0 ≤ ( ) ≤ ( ) ( )( )( ) ( ) ( )Χ Κi
l

li i
l

i
lt F t L t, , l l i= ( )1, , i m= 1, ,

γ τ γ τij
l

j
l

j

m

l

l i

iX t t( ) ( )

==

( )
−( ) ≤ −( )∑∑

11

, i m m= +1 1, ,

Χi
l

l

l i

ij
l

j

m

l

l

j
lt a X t

i

( )

=

( )
( )

==

( )−( ) − −( ) ≥∑ ∑∑
( )

τ τ
1 11

≥
−( ) + −( ) =

−( ) = +

















=
∑χ τ τ

τ

ij j
j

m

i

i

t C t i r

C t i r m

Ι
1

1

1

, ,

, ,

, i m= 1, , 

I ti −( ) ≥τ 0 , C t Ci i−( ) ≥ ( )τ min , L ti
l( ) −( ) ≥τ 0 , 

l l i= ( )1, , i m= 1, ,

L t ti
l

l

l i

i

m
( )

=

( )

=

−( ) ≤ −( )∑∑ τ τ
11

Ν , t t∈ [ ]0,Τ .       (4)

За критерій мети в умовах досконалої конку-
ренції візьмемо максимізацію умовно середнього 
інтегрального прибутку за відрізок часу t0,Τ[ ]
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де ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ= ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )
1
1

1
1 1, , , , , , ,  

l
m m

l m
Τ

Μtϕ  – умовне математичне сподівання при умові, що Κ i
l

i
ly y( ) ( )−( ) = ( )τ ϕ  при y t∈ [ ]0, ,Τ  тобто 

Κ i
l

i
lt t( ) ( )−( ) ≡ ( )τ ϕ , ϕi

l t( ) ( )  – деяка кусково-неперервна функція, t t∈ [ ]0,Τ , l l i= ( )1, , i m= 1, ,
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X X X X Xl
m m

l m= ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )
1
1

1
1 1, , , , , ,  

Τ

,

L L L L Ll
m m

l m= ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )
1
1

1
1 1, , , , , ,  

Τ

,

I I Im= ( )1, ,
Τ
, C C Cm= ( )1, ,

Τ
,

I t I tj jϕ τ( )( ) ≡ −( ) , j m= 1, ,

Τ  – операція транспортування матриць, αi
l( ) ,  

βi
l( ) , l l i= ( )1, , qi , i m= 1,  та Ν  – кусково-непе-

рервні функції на t0,Τ[ ] . 
Модель (1)–(5) у математичному плані є за-

дачею стохастичного оптимального керування, 
в якій керуваннями виступає рівень діяльності 

Xi
l( ) , робоча сила l l i= ( )1, , валові інвестиції I i  

та споживання Ci , i m= 1, , а фазовою траєкто-

рією – капітали галузей Κ i
l( ) , l l i= ( )1, , i m= 1, .

Проведемо дослідження моделі (1)–(5) із 
використанням стохастичних достатніх умов 
оптимальності [8, c.116–119].

Оптимальні керування. Для моделі (1)–(5) 
застосуємо достатні умови оптимальності, за 
якими запишемо рівняння Беллмана з крайо-
вою умовою

inf , , , , , , inf
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+ ∂ ∂ − ( ) + −( )



 +

( )

==

( ) ( )
( )

∑∑ V t I ti
l

l

l

i

m

i
l

i
l

i

i

Κ Κ
11

µ τ

+ ( ) ∂ ∂ ( ) +( )
( ) ( )

=

( )

=
∑∑0 5

2
2

2

11

. αi t
l

i
l

l

l i

i

m

V Κ

+ ′ +( ) − ′( )



 −

( ) ( ) ( ) ( )

=

( )

=
∑∑ x V t V ti

l
i
l

i
l

i
l

l

l i

i

m

, , , ,Κ Κ Κ Κβ
11

 (6)

−
−( ) + −( ) =

−( ) = +
















−=

∑
q

I t C t i r

C t i r m
i

ij j i
j

m

i

χ τ τ

τ

, ,

, ,

1

1

1 II ti
i

m

−( )

























=
=
∑ τ
1

0
, 

t t∈ [ ]0,Τ , V Τ ΚΤ,( ) = 0 ,

де ′ = ( ) ( )
−
( )

−
−( )( )

+
( )

+Κ Κ Κ Κ Κ Κ Κ1
1

1
1

1
1

1
1

1
1

1, , , , , , , , ,   

l
i i

l i
i i

ll i
m m

l m+( )( ) ( ) ( )( )( )1 1, , , , Κ Κ
Τ

′ = ( ) ( )
−
( )

−
−( )( )

+
( )

+Κ Κ Κ Κ Κ Κ Κ1
1

1
1

1
1

1
1

1
1

1, , , , , , , , ,   

l
i i

l i
i i

ll i
m m

l m+( )( ) ( ) ( )( )( )1 1, , , , Κ Κ
Τ

, невідома функція 
V t,Κ( ) – неперервно диференційована один 
раз по t  і двічі по Κ  на декартовому добутку 
t0 0,Τ Κ[ ] × ≥{ }  та яку будемо шукати у вигляді 

V t b ti
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i
l

i

m
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, t t∈ [ ]0,Τ .   (7)

Тут bi
l( )  – сталі, які підлягають визначенню 

(вибору).
Підставимо (7) у рівняння Беллмана (6). 

Сформуємо задачу нелінійного програмування 
для визначення керувань. Із рівняння Беллма-
на (6) маємо критерій мети
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та обмеження 
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Одержали задачу нелінійного програмування 
(3), (4), (8), (9) по визначенню оптимальних керу-
вань за валовими інвестиціями Ι ΟΠ

i
( ), за споживан-

ням Ci
ΟΠ( ), за рівнем діяльності Χ ΟΠi

l( )  та за робочою 

силою Li
l( )
ΟΠ, l l i= ( )1, , i m= 1, , яку можна розв’язати 

одним із чисельних градієнтних методів [9].
Алгоритм розв’язування задачі нелінійного 

програмування (3), (4), (8), (9) такий.
1. Розв’язується задача нелінійного про-

грамування (3), (4), (8), (9) при t = Τ. Вибором 

сталих bi
l( ), l l i= ( )1, , i m= 1,  потрібно домогтися 

виконання існування розв’язку цієї задачі. У ви-
падку неіснування розв’язку це означає, що кін-
цеві стани системи Κ iT

l( ) , l l i= ( )1, , i m= 1,  є недо-
сяжними. Необхідно послабити умови на вхідну 
інформацію задачі (1)–(5). Вихід із алгоритму.

За існування для деяких сталих bi
l( ) , l l i= ( )1, ,  

i m= 1,  розв’язку задачі (3), (4), (8), (9) перехід 
на блок 2.

2. Одержимо оптимальні керування при 
t = Τ : Χ ΤΟΠ ( ) , LΟΠ Τ( ) , Ι ΤΟΠ ( ) , CΟΠ Τ( ) .

Розіб’ємо часовий відрізок t0,Τ[ ]  на λ  частин 
із кроком ∆ = −( )t tΤ 0 / λ .

3. Провести розрахунок оптимальних керу-
вань ΧΟΠ t t0 + ∆ −( )ρ τ , L t tΟΠ 0 + ∆ −( )ρ τ , ΙΟΠ t t0 + ∆ −( )ρ τ ,  

C t tΟΠ 0 + ∆ −( )ρ τ , ρ λ= −1 1,  із розв’язування зада-
чі нелінійного програмування (4), (8), (9).

Таким чином, отримали оптимальні керу-
вання за рівнем діяльності ΧΟΠ t t0 + ∆ −( )ρ τ ,  за 
робочою силою L t tΟΠ 0 + ∆ −( )ρ τ ,  за валовими 
інвестиціями ΙΟΠ t t0 + ∆ −( )ρ τ ,  за споживанням 

C t tΟΠ 0 + ∆ −( )ρ τ , ρ λ= 1, .
Причому оптимальні керування не залежать 

від коефіцієнтів при приростах вінерівських 
процесів у динаміках капіталів і носять детер-
мінований характер.

За знайденими оптимальним керуванням за 
валовими інвестиціями ΙΟΠ t −( )τ  стохастичні 
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оптимальні траєкторії за капіталами галузей 
ΚΟΠ t( )  визначаються одним із чисельних мето-
дів [10, c. 278–296; 11] із стохастичної початко-
вої задачі (1)–(2) при Ι ΙΟΠ= −( )t τ .  

А середні оптимальні траєкторії ΚΟΠ
c t( ) ( )  

визначаються із використанням властивос-
тей вінерівського та пуасонівсткого процесів 
Μ Μ� i
ξ ξt t( ) = ( )( ) = 0 , Μ Μ� i

η ηt t x( ) = ( )( ) =  з серед-
ньої динаміки капіталів (1) при середніх почат-
кових умовах (2) та мають вигляд
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Тоді оптимальне керування за кінцевим ви-
пуском продукції Y Y Ym

T

ΟΠ
ΟΠ ΟΠ= ( )( ) ( )
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Y t
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, ,
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i r m1

t t∈ [ ]0,Τ , i m= 1, .

Таким чином, визначили оптимальний про-
цес ΚΟΠ{ ( )t , ΧΟΠ t −( )τ , L tΟΠ −( )τ , ΙΟΠ t −( )τ , 

C tΟΠ −( )τ , t t∈ [ ]}0,Τ . Причому оптимальні ке-
рування є кусково-неперевними функціями, а 
оптимальні траєкторії – кусково-диференційо-
ваними функціями на t0,Τ[ ] .

Під час стохастичного моделювання необхід-
но знати довірчі межі за заданою ймовірністю 
(довірчим рівнем) середніх значень та диспер-
сій нормальних генеральних сукупностей опти-
мальних траєкторій за капіталами галузей.

Нехай проведено обчислювальний експери-
мент по визначенню оптимальних траєкторій 
за капіталами галузей і одержано Q  ансамблів 

K tij
l( )( ) , l l i= ( )1, , i m= 1, , j Q= 1, , t t∈ [ ]0,Τ .
Обчислимо вибіркові статистики [12, с. 213] 

оптимальних траєкторій за капіталами галузей:
– вибіркові середні 

Κ ΟΠ ΟΠi
l

ij
l

j

Q

t Q K t( ) −

=
( ) = ∑1

1

( ) ( ) , t t∈ [ ]0,Τ , l l i= ( )1, ;

– вибіркові дисперсії

S t Q K t t
i
l ij

l
i
l

j

Q

Κ ΟΠ ΟΠ
ΟΠ

Κ( ) ( ) = −( ) − ( )( )− ( )

=
∑2 1 2

1

1 ( ) ( ) , t t∈ [ ]0,Τ , 

l l i= ( )1, , i m= 1, .

Зауважимо, що вибіркові середні оптималь-
них траєкторій за капіталами Κ i

l( )  дорівнюють 
середнім оптимальним траєкторіям Kij

l c
ΟΠ
( , ) , тобто 

Κ ΟΠi
l

ij
l ct K t( ) =( ) ( )( , ) , l l i= ( )1, , i m= 1, , t t∈ [ ]0,Τ . Дові-

рчі проміжки для дисперсій нормальних сукуп-
ностей оптимальних траєкторій за капіталами 
галузей та за заданою ймовірністю Θ∈ ( ; )0 1  на-
бувають вигляду
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де χ χΘ Θ Θ Θ2
2

1 2
21 1 2 1 2( ) ( )Q Q− −  − −[ ]−  – кван-

тилі розподілу Пірсона із ступенями (Q − 1
) та довірчим рівнем Θ  (табличне значення в 
[12, c. 238–239]).

Тоді довірчими проміжками для реальних 
значень оптимальних траєкторій за капіталами 
галузей Κ ΟΠi

l p,( )  та за заданим довірчим рівнем Θ  є
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i
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i
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,

l l i= ( )1, , i m= 1, , t t∈ [ ]0,Τ ,

де tΘ  – Θ – квантиль розподілу Ст’юдента із  
(Q − 1 ) ступенем вільності при довірчому рівні 
Θ  (табличне значення в [12, c. 236–237]).

Таким чином, визначені довірчі межі реаль-
них значень оптимальних траєкторій за капіта-
лами галузей за заданого довірчого рівня.

Зауваження. Вище описана методика спра-
ведлива для стохастичної моделі (1)–(4) із 
критерієм мети – максимізувавши середню ін-
тегральну дисконтовану функцію корисності 
U C( )  від споживання Ñ  на відрізку часу t0,Τ[ ]

Μ
Τ

t
t t

t
X L I C

e U C t dtϕ
δ ϕ− − ( )( ) →∫ ( )

, , ,
( ) max0 ,

де δ  – норма дисконту, Μtϕ  – умовне матема-
тичне сподівання за умови, що K y( )− τ  дорівнює 
ϕ( )y  при y t∈ [ ]0,Τ , тобто K t t( ) ( )− ≡τ ϕ , t t∈ [ ]0,Τ , 
ϕ  – деякий кусково-неперевний вектор на t0,Τ[ ] ,  
ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ= ( ,..., , ..., , ..., )( ) ( ( )) ( ) ( ( ))

1
1

1
1 1l

m m
l m T , U C( )≥ ≥0 0  – 

функція корисності з властивостями: двічі не-
перевно-диференційована, монотонно зростаюча 
′ > >U CCi
( )0 0 , увігнута ′′ > <U C

Ci
2 0 0( )  та U ( )0 0= .

Висновки. 
1. Запропонована стохастична оптимізаційна 

узагальнена модель Леонтьєва з вінерівськими 
і пуассонівськими процесами при інвестиційно-
му запізненні та проведено її дослідження.

2. Для запропонованої стохастичної моде-
лі проведено опис оптимального процесу та 
приведені розрахункові формули обчислення 
довірчих проміжків для оптимальних траєк-
торій за капіталами галузей за заданого дові-
рчого рівня.

3. Встановлено, що в запропонованій стохас-
тичній моделі оптимальні керування за рівнем 
діяльності, за робочою силою, за валовими ін-
вестиціями, за споживанням, за кінцевим ви-
пуском продукції не залежать від коефіцієнтів 
при приростах вінерівських процесів у динамі-
ках капіталів галузей та носять детермінований 
характер, а оптимальні траєкторії за капітала-
ми галузей – стохастичний характер.
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